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摘  要 






连续的，在不连续点 x d= 的左边是负的，右边是正的。因此方程的精确解
会在点 x d= 的附近产生一个内部层，当 0ε → 时，方程的解在这个区域内
有急剧的变化。古典的有限差分方法和有限元方法不适合求解这类问题。
虽然 Shishkin 格式成功地解决了这类问题，但用这种方法所得到的误差收





























  Singularly perturbed problems widely exist in science areas, such as physics, 
mechanics, engineering techniques and so on. Hereinto, singularly perturbed 
convection-diffusion problems have always been hot research projects. The 
problems have received much attention [30] [31]. In this paper, we discuss a 
special kind of singularly perturbed convection-diffusion problems, i.e., 
singularly perturbed convection-diffusion equations with non-smooth data. The 
convection-diffusion ordinary differential equation and the time-dependent 
convection-diffusion partial differential equation are discussed respectively. 
  The particularity of this kind of problems under consideration is that the 
convection coefficient in the differential equation is discontinuous. The sign 
pattern of the coefficient a  is negative to the left of the point of discontinuity 
and positive to the right of this point. Therefore, there is an interior layer in the 
vicinity of the point of the discontinuity. The gradient of the solution steepens in 
the domain, as the singular perturbation parameter tends to zero. The classical 
finite difference methods and finite element methods are not fitted to solve these 
problems. The Shishkin scheme successfully solved these singularly perturbed 
problems, however, the accuracy was only 1 2(ln )N N−  order [18] [22]. In this 
paper, we use Petrov-Galerkin finite element methods with the 
piecewise-exponential test functions and the piecewise-linear trial functions to 
approximate the equation [17] and a special technique is used at the 
discontinuous points of the coefficient. The numerical solutions are shown to be 
uniformly convergent to exact solutions with respect to singular perturbation 
parameter, and the accuracy of error can reach first order. It shows that 
Petrov-Galerkin finite element methods are highly effective methods for 
singularly perturbed convection-diffusion problems, in particular for 
convection-dominated convection-diffusion problems.   
  The paper is organized as follows: In Chapter I, we introduce the research 













numerical methods to solve singularly perturbed convection-diffusion problems. 
Some related definitions and notations used in this paper are presented. In 
Chapters II and III, Petrov-Galerkin finite element methods for singularly 
perturbed convection-diffusion ordinary differential equation with non-smooth 
data and singularly perturbed time-dependent convection-diffusion partial 
differential equation with non-smooth data are discussed and the error analysis 
is given respectively. The proofs of uniform convergence are given and the 
numerical results are presented respectively, to confirm our theoretic results. 
Finally, we give the conclusions. 
 
 






























§1.3 预备知识…… … … … ….… … …… … … … … …… … ……10 
第二章 奇异摄动对流－扩散常微分方程……..………….…12 
§2.1 具有不光滑数据的奇异摄动对流－扩散常微分方程…….12 
§2.2  连续性问题……………………………………………………….13 
§2.3  网格构造和 Petrov-Galerkin 方法…………………………….16 
§2.4  误差分析………………………………………………………….21 
§2.5  数值结果………………………………………………………….27 
第三章 奇异摄动时间相关的对流－扩散方程…………………29 
§3.1 具有不光滑数据的奇异摄动时间相关的对流－扩散偏微分 
       方程……………………………………………………………….29 
§3.2  网格构造和时间相关的 Petrov-Galerkin 方法…………….…30 
§3.3  误差分析……………………………………………….………… 36 



















Chapter I  Introduction………………………………………………..1 
§1.1 Research Background、Aims and Significance………………………1 
§1.2 Limitation of Classical Difference Schemes and  
Finite Element Methods……………………………………………….2 
§1.3 Preliminaries………………………………………………………….10 
Chapter II  Singularly Perturbed Convection-Diffusion  
 Ordinary Differential Problem……………………..12 
§2.1 Singularly Perturbed Convection-Diffusion Ordinary  
Equation with Non-Smooth Data……………………………………..12 
§2.2 Continuous Problem……………………………………………………13 
§2.3 Meshes and Petrov-Galerkin Method…….…………………………16 
§2.4 Error Analysis…………………...……………………….…………….21 
§2.5 Numerical Result……………....………………………………………27 
Chapter III  Singularly Perturbed Time-Dependent 
Convection-Diffusion Partial Differential 
Problems……....…………………..………....……...…….29 
§3.1 Singularly Perturbed Time-Dependent Convection-Diffusion  
Partial Differential Equation with Non-Smooth Data……………….29 
§3.2 Meshes and Time-Dependent Petrov-Galerkin Method……………..30 
§3.3 Error Analysis…………………………………………….…………….36 
§3.4 Numerical Result………….…………………………………………....43 















求解具有不光滑数据的奇异摄动对流－扩散问题的 Petrov-Galerkin 有限元方法 
- 1 - 






































求解具有不光滑数据的奇异摄动对流－扩散问题的 Petrov-Galerkin 有限元方法 
- 2 - 
圆—抛物，或椭圆—双曲，或抛物—双曲的分界面上. 例如，对流—扩散
方程： ( ) ,
TT k V fφ φ−∇ ∇ + ∇ =i  ( , )
T
V u v= ，这是椭圆型项和双曲型项的混
合，当 k 不是很小的值时，可以用通常的数值方法充分利用方程的椭圆性对




讨论的具有不光滑数据的奇异摄动对流－扩散问题，当 0ε → 时，对流项占
优.因此我们采用类似于[3][4]中所介绍的 Petrov-Galerkin 有限元方法.
这个方法曾在多篇文章中被采用, 例如被 Liu , Bhatia 用于求解化学工程










'' ' 0L u u auε ε≡ + = ，  0 1x< < ，                          （1.2.1） 
(0) ,u α=  (1)u β= .                                       （1.2.2） 
其中， 0ε > 是小参数，a是异于零的常数. 
方程（1.2.1），（1.2.2）相应的退化问题（ 0ε = ）是： 
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它的精确解为 0 ( )u x β= . 
（2） 0a < ， '0 0 0 0L u au≡ = ， 0 (0)u α= ，                     （1.2.4）         
它的精确解为 0 ( )u x α= . 
利用渐近方法[9]可求得问题（1.2.1），（1.2.2）解的一致有效渐近表
达式： 
( ) exp( / ) (exp( 1/ )), ( 0)
( )
( ) exp( (1 ) / ) (exp( 1/ )) ( 0).
ax O a
u x
a x O a
β α β ε ε
α β α ε ε
+ − − + − >⎧






    将区间[0，1]分为 N 等分，每个小区间的长度为 h， 1Nh = ，网格点 ix
表示为 ix ih= ， 0,1, ,i N= ， 0 0x = ， 1Nx = ，用 [ ( ) ( )] /xu u x h u x h= + − ，
[ ( ) ( )] /xu u x u x h h= − − ， [ ( ) ( )] / 2= + − −xu u x h u x h h 分别表示前差, 后差和
中心差， 2[ ( ) 2 ( ) ( )] /xxu u x h u x u x h h= + − + − 表示二阶中心差， ( )
h h
i iu x u= 表
示 ( )iu x 的近似值，或简写为 iu . 
现用 xu 代替
'u ， xxu 代替
''u ，则得到（1.2.1），（1.2.2）的前差格式： 
,, 0x ix x iu auε + = ， 1, 2, , 1i N= − ，                        （1.2.6）         
0u α= ，   Nu β= .                                    （1.2.7）         
差分问题（1.2.6），（1.2.7）的解 iu 有以下形式： 
1
1
1 1 11 1 1
N
i
i N N Nu











.                                           （1.2.9） 
当 0a > 时， 10 1λ< < ，解（1.2.8），（1.2.9）不出现振动，并且当 0ε →
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当 0a < 时，若 a hε < ，则 1 0λ < ，此时在差分问题的解（1.2.8）中将
出现振动，产生数值不稳定，这种振动非原问题所固有，称为非物理振动





, , 0x x i x iu auε + = ，  1, 2, , 1i N= − ，                      （1.2.10）         
0u α= ，   Nu β= .                                   （1.2.11）         
差分问题（1.2.10），（1.2.11）的解 iu 有以下形式： 
( ) 2
2
2 2 21 1 1
N
N i
i N N Nu








， 1, 2, , 1i N= − ，      （1.2.12）         
2 ( ) /ahλ ε ε= − .                                      （1.2.13） 
当 0a > 时，若 ahε < ，则 2 0λ < ，此时差分问题解（1.2.12），（1.2.13）
将出现振动，而且当 0ε → 时， iu α→ （ 0,1, , 1i N= − ）.由渐近表达式
（1.2.5）知这不符合摄动问题（1.2.1），（1.2.2）解的渐近性态，故此时
不能用后差格式. 
当 0a < 时， 2 0λ > ，解（1.2.12），（1.2.13）不出现振动，并且当 0ε →
时， iu α→ （ 0,1, , 1i N= − ），这与原问题解有相同的渐近性态. 
综合上述，对摄动问题（1.2.1），（1.2.2）应根据一阶导数项前系数
的符号来决定所要建立的差分格式，即当 0a > 时必须采用前差格式，当
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，  1, 2, , 1i N= − ，          （1.2.16）         














ε <  时，解（1.2.16），（1.2.17）将出现振动.特别是，对于固
定的 h，当 0ε → 时， iu  与 ( )iu x  没有相同的渐近性态： 






















= + ； 




= ∞ . 
更有甚者，当 / 2ahε =  时差分问题（1.2.14），（1.2.15）的解不存
在.此外，如用此格式解摄动问题（1.2.1），（1.2.2），必须要求步长 









iu C C λ= + ，                      （1.2.19） 
[ ( ) ] /[ ( ) ]
2 2
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其中常数 1C ， 2C  由边界条件（1.2.15）确定，为了消除差分问题解
（1.2.19），（1.2.20）的非物理振动，我们取 C ： 
1
2
C a≥ ，                    （1.2.21） 
此时差分问题（1.2.18），（1.2.15）的解有以下形式： 
1
( ) , 0,
1 1 1









β α β λ λ
λ λ λ




+ − >⎪ − − −⎪= ⎨
−⎪ + − <
⎪ − − −⎩
            （1.2.22） 
[ ( ) ] /[ ( ) ]
2 2
a aC h C hλ ε ε= + − + + ， 0a > .              （1.2.23） 





C a= ，                            （1.2.25）         
相应的差分方程为 
                ,,( ) 02
ε + + =x ix x i
h a u au ，                    （1.2.26）
这就是我们在前面研究过的迎风差分格式， ,2 x x i























≡ + + +∑ ∑
n n
h h h h
i i x ix x i
i i
hL u a x u a x u c x u  
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Kreiss [11]曾利用迎风格式数值解奇异摄动常微分方程组问题：  
( ) ( ) ( )xx xy A x y B x y F xε + + = ， (0)y α= ， (1)y β= ， 













*A A= ， 0IA η≤ − < , 0IA η≥ > , [0,1]x∈ , 0η >  是常数. 
他们对微分方程问题和相应差分方程问题进行了渐近分析，作出了解
的先验估计，讨论了差分问题解当 hε  时的收敛性. 
Dorr [12] 利用迎风格式讨论了非线性方程组 
'' ( ) ( , , ),u x f x u v=   (0) (1) 0u u= = ， 
'' ' ' '( ) ( , , ) ( , , ) 0v x g x u u v c x u u vε + − = ， (0)v α= ， (1)v β= ， 





谓网格粘性项 ,xx iChu  修改为方程（1.2.26），但这种粘性可能超过由微分
方程描述的粘性，边界层可能要被冲坏.例如，考虑问题 
'' ' 0u uε + = ， (0) 0u = ， (1) 1u = ，              （1.2.27） 
我们建立相应的差分格式： 
,,( ) 02 x ix x i
h u uε + + = , (0) 0u = , (1) 1u = .             （1.2.28） 
摄动问题（1.2.27）和差分问题（1.2.28）的精确解分别是 
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h≈ ，是真正边界层宽度的5 / 2倍. 
其次，迎风格式关于小参数ε 可能是非一致收敛的，从上例知，当 hε =
时，在点 ix 上 
1 1
1 2 (1 2 )












− = − − .                     （1.2.29）         
因此当 hε = 时， 1u  不收敛于摄动问题的解 ( )u hε . 
后，我们知道，单边逼近的差分格式的精度只有一阶. 
根据以上分析，能构造符合以下要求的差分格式似乎才是合理的： 
i   能适应奇异摄动问题所具有的特性； 
ii  差分方程问题的解当 0ε →  时与微分方程的解具有有相同的渐近性态； 
iii  差分格式关于小参数ε 一致收敛； 






二、有限元方法（即通常的 Galerkin 方法） 
用 Galerkin 方法解摄动问题（1.2.1），（1.2.2），即在检验函数空间
和实验函数空间中取相同的基数，例如取现形“塔行”函数 ( ) ( )i
xx i
h
ϕ ϕ= − ； 
( ) 1s sϕ = − , 1s ≤ ； ( ) 0sϕ = , 1s > 为检验函数空间的基函数，取 
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解为 
( ) ( )i iU x U xϕ=∑ .                  （1.2.30）         
按通常的 Galerkin 方法我们得到有限元方程： 




( , )f g fgdx= ∫ ，将（1.2.30）带入（1.2.31），则得到差分方程： 


















的整个定义域内求得关于ε 一致收敛的数值解.  





ε ε −∂ ≤
∂
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sup{ ( ) }
L
w w x x∞ Ω = ∈Ω ，其中 ( )L
∞ Ω 空
间为一般定义，即 sup{ ( ) }v x x∈Ω < ∞的函数空间.对于每个引理或定理证
明的结束我们用符号“ ” 表示. 
 
定义 1.3.1[9]：在摄动问题中，人们根据渐近展开式的形式和 0ε → 时
的收敛性，将摄动问题区分成正则摄动问题和奇异摄动问题.若摄动问题
( )p xε 的解 ( )u xε 能够用一个ε 的幂级数表示： 
          0
1





u x u x u x R xε ε ε
=
= + +∑  
其 中 ( , )NR x ε 是 余 项 . 若 余 项 ( , )NR x ε 在 Ω 内 关 于 x 一 致 满 足
1( , ) ( )( 0)NNR x Oε ε ε
+= → ，则称 ( )P xε 是区域Ω中的正则问题，否则称为奇
异摄动问题. 
定义 1.3.2[18]：我们称 ( , )w x t 在定义域G 上是γ 阶 Holder 连续的，
(0,1]γ ∈ ，当且仅当 0 ( )w C G∈ ， 
1 1 2 2
1 1 2 2
2 / 2
( , ),( , ) 1 2 1 2
( , ) ( , )
sup
(( ) )x t x t
w x t w x t





我们用 ( )w C Gγ∈ 表示w为G 上的γ 阶 Holder 连续函数. 
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